FUNCIONES TRIGONOMETRICAS
1.1 RAZONES Y FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Un angulo es la porcion de plano limitada por dos semirrectas con origen en un mismo punto. Las
semirrectas se llaman lado inicial y final. Al origen comun se le denomina vértice del &ngulo. Los ang ulos
positivos se miden en sentido contrario a las agujas del reloj y los negativos en el mismo sentido.

La trigonometria estudia las relaciones entre los lados y los angulos de los triAngulos 1 su etimologia
proviene de trigono trianguloy metria medida.

Sea el siguiente triangulo rectangulo:

hipotenusa

b | cateto opuesto

a

cateto adyacente

Se definen las siguientes razones? trigonométricas directas para el angulo o

seno: sen o = cateto opuesto _b cotangente: COt o = cateto adyacente _ a
hipotenusa c cateto opuesto b
COS  _cateto ad sec i
coseno: o= yacente _ a secante: o =__hipotenusa  _a
hipotenusa c cateto adyacente ¢
cateto opuesto b hipotenusa ¢
tangente: tan o = == cosecante: CSC Ol = =
cateto adyacente a cateto opuesto b

En términos de variables, las funciones trigonométricas son:

y =senx y = cot X
y = COS X y = Sec X
y =tan x y = CSC X

1 Recuérdese que la suma de los angulos internos de un triangulo es 180°.
2 Se entiende como razén al cociente gue compara dos cantidades.



De las definiciones anteriores, se puede concluir que:

tan X = sen X COtX= COSX= 1
COS X sen X tanx
Sec X = CSC X =
COS X sen x

En caso de tener el valor de la raz6n trigonométrica, para obtener el &ngulo, se aplica la razén
trigonomeétrica inversa. Las seis razones trigonométricas inversas para el angulo a son las siguientes:

seno inverso: o, = Sen -1 X cotangente inversa: o, = COt -1 X
coseno inverso: oL = COS X secante inversa: o = SeC_l X
: ) -1 . T |
tangente inversa: oo =tan ~ X cosecante inversa: o0 = CSC ~X
En términos de variables, las funciones trigopnométricas inversas se definen como®:
y=sen_lx y=cot‘1x
y:cos_lx y:sec_lx
y:tan_lx yzcsc_lx

I1.2 RESOLUCION DE TRIANGULOS RECTANGULOS

Para resolver triangulos rectangulos, basta con con ocer sélo dos datos. Las demas caracteristicas se
pueden deducir aplicando las expresiones anteriores y el teorema de Pitdgoras que establece que el
cuadrado de la hipotenusa de un triangulo rectangul o equivale a la suma de los cuadrados de los

catetos. Esto es: C2 = a2 + b2

Ejemplos.
Dados los siguientes triAngulos, obtener los datos que faltan:

1)

3 Es importante sefialar que existen otras dos notaciones para las funciones trigonométricas inversas. Por ejemplo, para la funcién

. e . . -1 . N
trigonométrica inversa del seno es equivalente escribir: Y = Sen X =ang sen X = arc sen X , que respectivamente significan

angulo cuyo seno y arco cuyo seno. Lo mismo sucede para las otras cinco funciones de este tipo.
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Solucién.

Se sabe que 2 a 2 +b 2 . Por lo tanto, despejando a se tiene:

a=vc2_b? =92 — 42 —/81-16 = /65 ~ 8.062

son o =22 = 0895 = o= sen 1 (0.895) ~ 63.50° 9

2)

Solucion. a

Por la definicién de coseno: cos35° = ~ = a=16(0.8191)~

13.106 16
b=c?— a2 =162 ~13.10642 =~/256 —171.77 =/84.23 ~ 9.177
3)
b =20

Solucion.

Se sabe que C 2 _ =a + b2 Por lo tanto, se tiene:

—\/15+2o = /289 + 400 = /689 ~ 26.248

tano=""=1176 = a=tan "~ (1.176) ~
49.63° 17

4) Determinar la longitud de la sombra que se proyecta en el suelo por una persona de 1.80 metros
parada cerca de un arbotante cuya iluminacién tiene un angulo 48° .



b:LSmI

sombra
a="?

Solucién.
Si se sabe que la suma de los angulos de un triangu lo es 180° , y como o es 48° , el angulo que se

forma con el suelo es 180° — 90° — 48° = 42° . Por lo tanto, se tiene:

tan42°=180 = o - 180 180 »7metros
a tan 42° 0.900

1.3 MEDIDAS DE UN ANGULO

Las unidades de medida de angulos mas conocidas son los grados, minutos y segundos. Este tipo de
medidas esta basada en la division en partes iguale s de una circunferencia. Las equivalencias son las

siguientes:

360° = un giro completo alrededor de una circunferencia

o _ . .
180° =_ vuelta alrededor de una circunferencia
2
1
90° = de vuelta
4
1°= de vuelta, etc.
360
y y
i /] 1radian} { Vi 57.20°
¢ HE! ¢V i
s 2n radianes & £ 360° ¢

360° = 2x radianes



También se puede definir otra unidad angular, el radian, que en las aplicaciones fisicas es mas practico y
directo que trabajar con grados.

La magnitud de un angulo medido en radianes esta dada por la longitud del arco de circunferencia que
subtiende, dividido por el valor del radio. El valor de este angulo es independiente del valor del radio; por
ejemplo, al dividir una pizza en diez partes iguales, el angulo de cada pedazo permanece igual,
independiente si la pizza es chica, mediana o familiar.

De esta forma, se puede calcular faciimente la longitud de un arco de circunferencia; solo basta
multiplicar el radio por el angulo en radianes.

longitud de arco de la circunferencia = (angulo en radianes)(radio de la circunferencia)

Ya que se conoce el perimetro de una circunferencia de radio unitario (an = 271), entonces el angulo de una

circunferencia completa, medido en radianes es 21 . Como ademas se sabe que este mismo angulo, medido
1 radian
= 360° ~57.29°,

en grados mide 360° , entonces se puede definir una equivalencia:
21

A partir de esta igualdad, se puede determinar que:

Grados 0130 45| 60| 90| 120 | 135 | 150 180|210 | 225 | 240 | 270 |300 |315 330 360
27 |37 | 57 Tnr |57 |4n |37 |5~ | 7= | 11x

_ ] — — T —_ === | = | =

nl|lz |z
6| 4 3] 2] 3| 4| 6 6 4| 312 | 314 | 6

1N

27

Radianes | 0

Para convertir un &ngulo de grados a radianes o viceversa, lo que debe hacerse es una regla de tres,
considerando que: 360° = 2 radianes .

Ejemplo.
Transformar 15° a radianes.
Solucién.
360° = 2% radianes o ;
. Por lo tanto: X = 22 (2n_radianes) _n radianes
15°=x radianes 360° 12
Ejemplo.
21
Transformar § radianes a grados.
Solucion.
o H 2TC
360° =2n radianes 360°  —— radianes
Cx=— O =720
X = 2_7t radianes - PO lo tanto: X = » — )
5 T

II.4 CIRCULO TRIGONOMETRICO

Se llama asi a una circunferencia de radio uno y con el centro en el origen de un sistema coordenado. Se
puede considerar que el punto P que se utiliza para calcular las razones trigonométricas es el de interseccion
de uno de los vértices un triangulo equilatero unitario con el circulo trigonométrico cuyo centro coincide con otro
de los vértices del triangulo. Esta consideracion permite determinar el comportamiento de los segmentos
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en el plano que representan graficamente las razone s seno y coseno, tal y como se muestra en la
siguiente figura:

sen o = cateto opuesto

COS a = cateto adyacente

1.5 VALORES NOTABLES DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

En la figura anterior, al mover el angulo en la direccion mostrada, los segmentos verticales representan
las razones seno y los horizontales las razones coseno. Estos valores dependen de la orientacion de los
segmentos, por lo que ellos determinan el signo de estas razones.

Ademas, debido a que la tangente es igual al cociente del seno entre el coseno, que la cotangente, la
secante y la cosecante son los reciprocos de la tangente, coseno y seno respectivamente, con saber la
magnitud y signo de estas Ultimas se pueden obtener los valores de las primeras.

Los valores notables de las funciones trigonométricas se obtienen a partir de sus definiciones
considerando los valores de los catetos y de la hipotenusa. Por ejemplo, para calcular los valores para

30° se puede construir la siguiente figura:

Ny

30°
30°

NIH

>~

7=

Teniendo en cuenta que se forma un triangulo equilatero unitario en el triangulo rectangulo, el valor de la
hipotenusa es uno, el del cateto opuesto es su mitad y, aplicando el teorema de Pitagoras, se obtiene que



el valor del cateto adyacente que es

1

3
2 30° es 2, el valor del

. Por lo tanto, el valor del seno de
1

3 tan 30° =sen30° 7 = 1
cosenode 30°es ~p Y enconsecuencia: c0s30° = 3 3 . Aplicando las expresiones
2
Cos X , SEC X = 1 y CSC X = 1 . .
cotx = ’ se obtienen los valores respectivos.
sen X COS X Sen X
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1.9 IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

Se han mencionado algunas de las identidades trigopnométricas, sin embargo es conveniente hacer un

sumario para tener una mejor referencia. No es necesario aprenderse todas las identidades de memoria,
por ello, se mencionan por grupos de importancia.

Considérese la siguiente figura:

y
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IDENTIDADES PRINCIPALES®

a) Relaciones inversas

sen X
COS X

tan x =

SeC X =
COS X

.
"o,
0
.........
a

cotx=__1 _COSX
tanx senx
CSC X = 1
sen X



b) Identidad pitagdrica

sen2x+coszx=1

c) Identidades expresando funciones trigonométricas en términos de sus complementos

T T T
COS X = sen - X sen X = cos - X cot X = tan - X
2 2 2
T T T
tanx=cot _ —X cscx=sec _ —X Sec X = csc —_ X
2
2 2

d) Periodicidad de funciones trigonométricas. El seno el coseno, la secante y la cosecante tienen
periodos de 21t , mientras que la tangente y la cotangente tienen un periodo de 7 .

sen (x +2m) = sen x cos (X + 27) = cos X tan (x + n) = tan x

cot (x + m) = cot sec (X + 27) = sec x csc (X + 2m)= csc X

e) Identidades para &ngulos negativos . El seno, la tangente, la cotangente y la cosecante son funciones
impares, es decir que cumplen con f (—X)= -f (X) Por su parte, el coseno y la secante son funciones

pares, es decir cumplen con f (X) =f (-X) .

sen (-x) = -sen x cos (-x) = cos x tan (- x) = —tan x

cot (-x) = -cot x sec (- x) = sec x csc (-x)= -csc x

f) Identidades trigonométricas de dos angulos

sen (x +y) =sen x x cos y + sen y X Cos X sen (X -y) =sen x x cosy - sen’y x cos X
cos (X +y)=cos X X COs y - sen X xsen y cos (X -y) =Cos x X COSy + sen x x seny
tan (x+y)=_tanx+tany tn (x-y)= tanx-tany

1-tanx x tany 1 +tanxxtany

g) Identidades de doble &ngulo

sen 2x = 2 X Sen X X cos X cost:coszx-senzx:Zxcoszx-lzl-zxsenzx
tan2x = _2xtanx
l-tan2 X

IDENTIDADES SECUNDARIAS



h) Identidades trigonométricas que involucran cuadrados

2

seczx=1+tan2x csczx:1+cot X

i) Identidades que expresan funciones trigopnométricas en términos de sus complementos

sen (p - x)= sen x cos (m — x) = —cos x tan (n - x) = tan x

j) Identidades trigopnométricas de medio angulo
sen X /1-cosx COs X :J_rf1+cosx tan X :\/1-cosx
2 2 2 2 2 Vl+cosx

11.10 TRIANGULOS OBLICUANGULOS

Un triangulo oblicuangulo es un triangulo que no es rectangulo. Puede ser un triangulo agudo (si sus t res

angulos son menores de 90°) o puede ser un tridngulo obtuso (si uno de sus tr es angulos es mayor de 90°).
Por convencion, se establece que opuestos se identifican como a ,
by los angulos

de un tridngulo oblicuo son A, B, C

y sus lados C respectivamente. Esto
se muestra en las siguientes figuras:



C
a
A
C
b
Tridngulo agudo Tridngulo obtuso

La trigonometria de los tridngulos oblicuos no es tan facil como la de los triangulos rectangulos, per o hay
dos teoremas de la geometria que son muy utilizados en trigonometria. Estos son llamados la “ley de los
senos” y la “ley de los cosenos”.

.11 LEY DE LOS SENOS

Dadas las figuras anteriores, la ley de los senos establece que:

senA=senB=senC
a b Cc

Esta ley tiene tres igualdades y se puede usar en dos formas:

Primero, si se conocen dos angulos y el lado opuesto de ellos, se puede determinar el otro lado.

Ejemplo.
_ _ sen 30°  sen 45°
Si A=30° B=45° a=16, entonces, aplicando esta ley: 16— b gue resolviendo para
' b = 16 xsen 45°
b se tiene que sen30° - 22.62 .

Segundo, si se conocen dos lados y el angulo opuesto de uno de ellos, entonces también se puede

determinar el angulo opuesto del otro lado.

Ejemplo.

sen 40° _sen B
25 15

tiene que: sen B = 15 xsen 40° _ ( 356 . por o tanto, B = sen "+ (0.3856)=22.68° .
25

Si a=25,b=15 A=40°, entonces, aplicando esta ley: , resolviendo para B se

Noétese como puede no ser la respuesta correcta, ya que hay dos angulos entre 0° y 180° que tienen el
mismo valor del seno (el segundo es el complemento del primero). Asi que en este caso, también puede

ser el angulo obtuso 180° — 22.68° = 157.32° . Esta situacion es indeterminada, ya que conociendo dos
lados y el &ngulo opuesto de uno de ellos no siempr e es suficiente para determinar el triangulo.

Ejemplo.
En una llanura, un nifio observa a 60° un globo aerostatico. A 2 kilémetros de distancia, su primo mira el
mismo globo pero a 35°

a) ¢a qué distancia esta cada nifio del globo?
b) ¢a qué altura se encuentra el globo del nivel de los nifios?

Solucién.



a) Haciendo un dibujo, es facil deducir que se forma un tridngulo. El angulo faltante es
180° — 60° — 35° =85° . Porlotanto: A =60°, B=235° C=285,c=2Km., entonces, aplicando esta

o o o b o)
ley: SEN 85° _sen 60° _sen 35° |4 distancia del globo y el nifio Aes: ~ =2X$eN35° _ 1 15 km.

2 a b sen 85°
2 x sen 60°
n 85

Por su parte, la distancia del globoy el nifio Bes: a = — =173 Km.

A/j-& /&B

2 km.

sen 60,
1.15

b) En el triangulo de la izquierda se cumple que: , por lo que la altura pedida es:

h =1.15 x sen 60° »1 km.

.12 LEY DE LOS COSENQOS
Considerando las figuras anteriores, esta ley establece que:

c2 = a2 + b2 — 2abcos C

Como puede apreciarse es semejante al teorema de Pitagoras excepto por el dltimo término. En el caso
de que C sea un angulo recto, el término desaparece (porque cos 90° = 0). Asi que la ley de los
cosenos es una generalizacion del teorema de Pitagoras.

Como cada triangulo da tres ecuaciones para la ley de los cosenos, se pueden permutar las letras como
se quiera, esto significa que las otras dos versiones son:

a2 —b%+c?-2bccosA y b? =c?®+a?-2cacosB

Al igual que la ley de los senos, esta ley relaciona los tres lados del triangulo con los tres angulos , asi
que se puede usar en dos formas:

Primero, si se conoce un angulo y los dos lados adyacentes, se puede determinar el lado opuesto.

Ejemplo.
SiC=60°a=5"b=8



aplicando la ley de los cosenos se tiene:
c? =52+ 8% - 2(5)(8)cos 60°
c2=25+64-40=49= c=+/49=7

Segundo, si se conocen los tres lados de un triangu lo, entonces se puede encontrar cualquier angulo.

Ejemplo.
Sia=5,b=6,c=7, entonces, aplicando la ley de los cosenos se tiene: 72 = 52 + 62 —2(5)(6) cos C
49 -25-36 _
= cos C = =0.2= C=cos 1(0.2)=
78.46° — 60
Es importante hacer notar que cuando un tridngulo e s obtuso, el coseno de C es negativo.
Ejemplo.
Supongase que los tres lados son: a=5, b =6, ¢ = 10 . entonces, aplicando la ley de los cosenos se

tiene: 10° =52 + 62 - 2(5)(8)cos C = cosC=100-25-36 __ 49 _ _(g165
- 60 0

= C-= COS_1 (— 0.8166). Pero como se sabe que el coseno de un angulo obtu so es negativo, se debe
calcular apropiadamente, esto es C = C0S -1 (— 0.8166) = 144.75° . Si se tomara el valor positivo del

argumento, lo que se encuentra es el suplemento de C , esto es: COS -1 (0.8166) =35.25°.

[1.13 APLICACIONES

Las primeras aplicaciones de la trigonometria se hicieron en los campos de la navegacion, la geodesia y la
astronomia, en las que el principal problema era determinar una distancia inaccesible. Otras aplicaciones de la
trigonometria se pueden encontrar en la Fisica, Quimica y en casi todas las ramas de la Ingenieria, sobre todo
en el estudio de fendmenos periddicos, como el sonido o el flujo de corriente alterna.

La trigonometria es de gran importancia para la teoria de la proyeccién estereografica y en la geodesia.
Es también el fundamento de los calculos astrondmicos. Por ejemplo, la solucion del llamado triangulo
astrondémico se utiliza para encontrar la latitud y longitud de un punto, la hora del dia, la posicién de una
estrella y otras magnitudes. Ademas, ha tenido gran utilidad para calcular la distancia que separa la
Tierra del Sol, distancias de los planetas al Sol, distancias a las estrellas, diametros de los planetas,
confeccion de calendarios, etc.

La medida de angulos en grados es ampliamente usada en Ingenieria y en Fisica, principalmente en
Astronomia, navegacion y Topografia. EIl método mas corriente de localizar una estrella, o un punto en la
superficie de la Tierra, es utilizar su distancia angular en grados, minutos y segundos a ciertos puntos o
lineas de referencia fijadas. Los posiciones en la superficie de la Tierra se miden en grados de latitud
norte o sur del ecuador y grados de longitud este u oeste del meridiano principal, que normalmente es el
meridiano que pasa por Greenwich en Inglaterra.

Debido a que la trigonometria trabaja con angulos s e necesitan instrumentos para medir estos, como el goniémetro,
el teodolito, la regla paralactica, etc. Hoy en dia resulta dificil imaginar cualquier actividad de construccion en la que
no intervenga la trigonometria. La imagen del topografo tomando angulos es muy comun.

Particularmente los conceptos vistos en esta unidad pueden aplicarse en:

« En mecanica, los movimiento armoénicos

« Las poleas y movimientos rotativos.

« Laconstruccion de un canal pluvial.

« Enacustica, las ondas de radio son un ejemplo de | as funciones trigonométricas: el sonido generado
es la suma de las ondas producidas por ambas.
La determinacion de superficies (por ejemplo en la agrimensura) y mediciones de tipo ciclicas.



